Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
10 luglio 2001

U ¢y —» 1) I sistema descritto dall’hamiltoniana
v £ 2
ob ' N
8i trova all'istante ¢ = 0 nello stato

|¥o >=11,1> +2i [1,0> .

Calcolare il valor medio della proiezione del momento angolare lungo I'asse x, < L, >,

pert>0.
In queste espressioni L = (I".,,f.',,f;,) ¢ 'operatore momento angolare, 7 ed a sono
'parametri reali e |¢,m > sono gli autostati comunia [ e £,.

f . .
2) Una particella si trova nel potenziale

‘ YA
_Joo, perz<;
Viz) = {kz, per z > 0.

Determinare la stima variazionale dell'energia dello stato fondamentale utilizzando come

funzione di prova
perz < 0;

0
¥(z) = {ze“\’, perz >0,

e commentare il risultato. & e A sono parametri reali e positivi.

" Mg:j:ﬂ 3) Un sistema di momento angolare j = 1 ha hamiltoniana
J

QIOG I?:a(j,+h-jf), con a > (.
Determinare, al primo ordine perturbativo, la correzione all’energia dello stato fonda-
mentale dovuta alla perturbazione

~ .
-

V=8(Js+J-),
dove 8 & un parametro reale.

4) Un gran numero di muoni (u) viene prodotto nell’alta atmosfera e viaggia, in verticale,
verso terra con velocitd v = 0.99 c. A causa del decadimento (p.es. p~ = €™ Very) nel
proprio sistema di riferimento il numero di muoni che sopravvivono dopo il tempo ¢ &
N(t) = N(0) e~*/7, dove T ~5 10~° 5 & la vita media. Supponendo che I’ 1 % dei muoni
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Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
3 settembre 2001

f
’L/L( 06/ £ 1) Una particella si trova immersa in un potenziale unidimensionale della forma

V(q) = Vo exp(—ayq), dove a & una costante positiva. Scrivere le equazioni del moto per

gli operatori di posizione ed impulso nello schema di Heisenberg e stabilire sotto quali

condizioni i rispettivi valori medi soddisfano le equazioni classiche del moto. Assumere
che la funzione d’onda della particella, a qualsiasi istante, abbia la forma

_ 2

¥(g) = N o~ =5

dove N & una costante di normalizzazione, < ¢ > ¢& il valor medio della posizione € o lo

scarto quadratico medio.

Un rotatore rigido isotropo di carica g si trova nello stato fondamentale |00 > . Impo-
nendo un campo eiettrico uniforme e costante nel tempo, E, diretto lungo 2z, calcolare al

primo ordine perturbative la variazione di energia e il nuovo stato del sistema.

La funzione d’onda di un elettrone in un atomo idrogenoide &
¥(r) = Ne™ 7,

dove N & una costante di normalizzazione ed a = ag/Z, con ag ~ 0.5 A raggio di Bohr
e Z carica nucleare. Valutare la probabilita che ’elettrone si trovi all’interno di un tale

nucleo con numero di massa A = 173, Z = 70 e raggio Ry = 1.2 A}/ fm.

In un urto centrale, un elettrone di energia cinetica T, rimbalza elasticamente su un
protone in quiete. Calcolare 'energia cinetica minima dell’elettrone affinché dopo 'urto
il protone abbia energia cinetica uguale a %Te. (Si trascuri la massa dell’elettrone rispetto

alla sua energia cinetica).

Si raccomanda di svolgere ciascun quesito su un foglio separato.
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Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
11 Dicembre 2001

1. Due particelle distinguibili si trovano nello stato fondamentale di una buca di poten-
ziale a pareti infinite di larghezza L. Determinare la probabilita di trovare ambedue le
particelle nella stessa posizione.

2. Una particella si trova all’istante iniziale ¢ = 0 nello stato di momento angolare [00).
Per ¢ > 0 agisce un campo elettrico lungo la direzione z, E, = £ coswt. Determinare la
probabilitd esatts che all'istante t la particella si trovi nello stato |10). Assumere che i
quattro stati {00), |Lm) (con m = 0, £1) formino un sistema completo.

3. Una particella di massa m & confinata in Determinare lo stato fondamentale [(!)) e
una buca di potenziale unidimensionale di la sua energia £V al pnmo ordine in V.
larghezza 2a a pareti infinite (a > 0):

_ | 0, se|zr|<a,
Viz) = { 00, in caso contrario. (1)

Si consideri inoltre la perturbazione indot-
ta dal potenziale aggiuntivo:

v.(z)={ Vi, sefel<b, y

0, in ceso contrario, [——]

conb<ael) 20.

4. Discutere la possibilitd della disintegrazione
v — e +et,

in cui un fotone di alta energia E., > 2m,c® si trasforma in una coppia elettrone-positrone
nel vuoto.

Si raccomanda di svolgere ciascun quesito su un foglio separato.



Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
28-1-2002

1 Qual & la probabilita di trovare un oscillatore armonico quantistico unidimensionale
di massa m e frequenza w helle regioni classicamente proibite 7 Considerare solo il
caso in cui 'oscillatore armonico si trova nello stato fondamentale.

Una particella di massa m e carica g & vincolata a muoversi su un'orbita circolare di
raggio R. Considerando il problema quantistico unidimensionale del moto lungo la
coordinata s dell’orbita, calcolare autofunzioni e autoenergie della particella e quindi
il momento di dipolo magnetico della spira 4 { u = area dell'orbita - corrente).

Una particella si trova nello stato fondamentale di un oscillatore armonico unidi-
mensionale. La particella sia sottoposta ad una piccola perturbazione della forma
V(r) = az. Determinare al primo ordine nella perturbazione come cambia per effetto
di V lo scarto quadratico medio delle posizione della particella.

Una sorgente emette due onde monocromatiche piane di frequenza angolare w che |
dopo aver effettuato il percorso indicato in figura, vengono a sovrapporsi nel rivelatore
R. Sia L la distanza tra sorgente e rivelatore. Determinare I’angolo minimo & percheé
le due onde arrivino in S in accordo di fase. In queste condizioni come descrive il
fenomeno di interferenza un osservatore inerziale che si muove a velocita v riscpetto
al dispositivo S-R ?




Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
Anno Accademico 2000-2001. Sessione Invernale (Straordinaria)
3-4-2002

1. Una particella si trova in uno stato rappresentato dalla seguente fun-
zione d'onda:

V(z,y,2)=fr)r+2+y+2)

dove r = /ZZ + 2 + z2. Determinare quali sono i possibili risultati di
una misura della proiezione del momento angolare lungo una qualunque
delle tre direzioni spaziali, e quali sono le probabilita di ottenerli.

2. Calcolare la dispersione dell’energia potenziale per un atomo di idro-
geno nello stato fondamentale. Come la dispersione dell’energia poten-
ziale & legata alla dispersione dell’energia cinetica?

3. Una particella carica in moto unidimensionale in una buca infinita di
larghezza L viene sottoposta ad un campo elettrico E costante ed unifor-
me per un tempo T. Assumendo che prima della perturbazione la par-
ticella si trovava nello stato fondamentale determinare al primo ordine
perturbativo la probabilita di transizione al primo stato eccitato.

4. Un'onda elettromagnetica piana soddisfa I'equazione H=kAE, dove
Eeil campo elettrico, H il campo magnetico e k la direzione del
moto. Mostrare che questa relazione & invariante per trasformazioni di
Lorentz.



Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
Anno Accademico 2001-2002. Sessione Estiva
11-6-2002

. Una particella di meassa m & vincolata a muoversi all'interno di una
sfera di raggio ro, cioé & soggetta ad un potenziale del tipo V(r) = 0
per r < rg e V(r) = 400 per r > ry (una buca di potenziale sferica
infinita).

Scrivere 'equazione differenziale che determina le autofunzioni e le au-
toenergie della particella e trovare le soluzioni con momento angolare
 nullo (1=0). '

. A t=0 la funzione d’onda di un atomo di idrogeno & data dalla seguente
sovrapposizione di autostati ¥,

1
b >= 3{2lb100 > + 21 > +Blgr-s ]

Determinare la probsbilitd esatta che a ¢ > 0 'atomo di idrogeno si
trovi in un sutostato con [ = 1.

. Una particella & sottoposta alla Hamiltoniana

N -
A=

dove 7 & il momento d'inerzia. Calcolare la perturbazione al primo
ordine all’energia dello stato fondamentale indotta dal potenziale

V = Vpsin(29)
dove ¢ & 'angolo azimutale.

. Nell’acceleratore HERA, per studiare la struttura del protone fasci di
elettroni con energia 27.5 GeV vengono fatti collidere frontalmente con
fasci di protoni da 920 GeV. ‘

a) Calcolare ’energia totale disponibile ai diversi canali di reazione nel
riferimento del centro di massa.

b) Nella reazione anelastica e + p — e + X, dove X & l'insieme dei
frammenti dovuti alla disintegrazione del protone, calcolare il 4-impulso
q trasferito da un elettrone rivelato a 90 gradi con energia £} = 25GeV.

1

11
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Compito di Istivaxiont di Fisica Teories
Anno Aceademico 2000-2002. Sessione s
11-7-2002

Dato un pendolo seinplice di lunghezza £ ¢ massiv e, stoindichi von o
Pangolo da esso formato cispetto alla verticale.

a) Scrivere Pllamittoniana /7 del sistemice sviluppare il potes s b0
in serie di potenze di 0.

b} Calecolare te autoenergie i Hy. UHamiltoniana che st ottiene da i/
arrestandost al termine in 07,

¢} Caleolare, con il metodo perturbativo al primo ordine, by eorreaese
allencrgia dello stato fondamentale di Hy che st ostiene quando sicon-
sidera anche il termine successivo dello sviluppo di V{0, et i termine

in 8.

St consideri il inoto di un elettrone {(massa m ¢ carica ¢) innn potenzie
centrale del tipo (detto potenziale di Yukawa):

]

'lf"()") - _ exp (—/\‘!'), A i L
r

Scrivere equazione di Scheadinger indipendente dab tempo por Goparre
radiale e mostrare che essa ha le stesse soluzioni asintotiche cioc per
r — 0 e per v — o) dell’equazione radiale dell’atowo [l Firogena
Determinare i livelli encrgetict e le corrispettive antofunzicel ai price.
ordine in A. '

Nella transizione verso il livello con energia di eccitazione £ = .10 o1
an atomo di idrogeno emette un fotone con lunghezza d'onda & =
4890 A. Determinare 'encrgia di legame dell’elettrone nello staro inivia-
le ed 1 numeri quantici principali (n) dello stato iniziale ¢ finale. Sche-
matizzare la transizione ottenuta in un diagramma dei livelli energeticl

dell’atomo di idrogena.

L {continue sl et

(7
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Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
5 settembre 2002

1. Una particella di massa m si trova in un potenziale unidimensionale

_foe per z < (,
Viz) = { saz® perz > 0. (1)

Valutare l'energia dello stato fondamentale col metodo variazionale.

¥ 9 Una particella libera si trova inizialmente in uno stato formato dal

pacchetto d’'onde
Q(zat = 0) =N /°° dp e“‘“’(.li-’—}m)'2 e;‘;pz. (2)
—co

Determinare la posizione media ad un tempo ¢ > 0 ed infine la costante
di normalizzazione NV.

. Un positrone (e*) di energia cinetica T viene annichilato su un ber-

saglio contenente elettroni (¢~) praticamente a riposo nel laboratorio,
producendo due raggi 7. Ricavare Penergia di uno dei v, nel sistema
del laboratorio, in funzione dell’angolo tra la direzione di uscita dello
stesso v e la direzione del positrone incidente. Determinare, in partico-
lare, qual é l’energia massima e minima possibile del «y in funzione del
suo angolo di uscita. Usando semplici approssimazioni, valutare Emax
ed E_.;, nei casi limite di 7' molto piccola e molto grande.

A continua sul retro



4. Un fascio di atomi d’argento emerge con velociti v diretta lungo l'asse
§ con spin up lungo l'asse Z da un apparato Stern-Gerlach, come in
figura. Il fascio entra quindi in una regione di lunghezza L dove esiste
un campo magnetico uniforme By diretto lungo 'asse del fascio. Dopo
di cié il fascio entra in un altro apparato S-G identico al primo. Descri-
vere cosa si osserva all’uscita del secondo S-G, esprimendo le intensita
relative dei fasci risultanti in termini dei dati del problema.
Suggerimenti: [} momento magnetico dell’atomo Ag coincide essenzial-
mente con quello dell’elettrone di valenza disaccoppiato, i = — = §,
dove § = %5 é lo spin dell’elettrone e & sono le matrici di Pauli. 5i

ricordi altres{ che vale la relazione

79 = cos{a) + i sig(a) ay. (3)

Si raccomanda di svolgere ciascun quesito su un foglio separato.

o



Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
Anno Accademico 2001-2002
3 Dicembre 2002

t. Un sistema quantico a tre livelli (£; =0 eV, £, =30 eV, £3 = 50 el’}
nello stato fondamentale a ¢t = 0, viene irradiato da radiazioni e.m. di
energia £, = 30 ¢V per un tempo T. Si chiede quale deve essere il
tempo T minimo affinché la probabilita di eccitare il livello di energia
E, sia trascurabile.

2. Un fascio di particelle di spin 1/2 (diretto lungo 'asse §) esce da un
apparato Stern-Gerlach (con il campo magnetico diretto lungo l'asse
%) nello stato di spin |o.+). Questo fascio viene poi inviato verso un
analogo apparato che ha il campo magnetico orientato verso una dire-
zione 7 perpendicolare a § ma che forma un angolo « rispetto all’asse .
Determinare i numeri trelativi di particelle che compaiono nei due fasci
che escono fuori dal secondo apparato. Suggerimento: determinare le
proieziont su |o.+) degli autostati di G, nel formalismo delle matrici

di Pauli

3. Un rotatore rigido planare, avente un momento di inerzia / ed un mo-
mento di dipolo elettrico p, ruota liberamente nel piano £ —y. Calcolare
le correzioni al primo ordine ed al secondo ordine ai livelli energetici del
rotatore se viene applicata una perturbazione esterna che consiste in
un campo elettrico uniforme di intensita E diretto lungo 1'asse positivo
delle x.  Suggerimento Esprimere le funzioni d’onda del sistema in
funzione dell’angolo azimutale ¢.

4. Un pione positivo decade a riposo in un rivelatore, 7+ — p* + z, dove
z é una particella neutra da identificare. Dal raggio di curvatura della
traiettoria del muone y* in un campo magnetico esterno viene deter-
minato il suo impulso p, = 29.789455 MeV /c. Calcolare la massa della
particella z. [M,c? = 139.567 MeV, m,c® = 105.6584 MeV] Tenendo
conto che il pione fa spin zero ed il muone 1/2k, cosa potrebbe essere
la particella z7

Si raccomanda di svolgere ciascun quesito su un foglio separato.



Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
20 Febbraio 2003 (A.A. 2001-2002)

1. Un pione neutro decade “in volo” in due raggi v. Calcolare l'intervallo
di energia possibile per i v rivelati nel laboratorio (a qualunque ango-
lo). U #° ha spin nullo e la distribuzione angolare d’f,N é isotropa nel
sistema di riferimento del centro di massa. Come vi aspetrate che sia
la distribuzione energetica (a qualunque angolo) e quella angolare (a
qualunque energia) nel laboratorio?

2. Un sistema composto da due particelle distinguibili. entrambe di spin
1/2, si trova nello stato:

9= Zsl+ 4+ 5l =)= 5= )

dove | + +} = |14}, [2+). rappresenta lo stato in cui sia la particella
I che la particella 2 hanno proiezione dello spin up lungo I'asse delle z,
ed analogamente: | — +) = [1-), [24),; | — —) = |1-}: |2-)..

a) Se si fa una misura simultanea di Sy, e 53, cioé della proiezione dello
spin lungo |'asse delle y per la particella 1 e della proiezione dello spin
lungo 1’asse delle z per la particella 2, qual & la probabilita di ottenere
+% per entrambe le particelle ?

b) Se si misura S,;, qual & la probabilita di otteners -2 7

-

3. Una particella di spin s = e momento ma.gnetlco # = %3 si muove

lungo I'asse delle y attraverso un campo magnetico 8 = Bey. Al tempo
¢ = 0 lo stato del sistema & dato da (¥(t =0)} = |+) = |z, +)
a) Esprimere lo stato del sisterna |\I!(t1;ﬁ}) ad ogni istante nella base

degli autostati {+), di S..
b) Esprimere i valori medi delle osservabili S, S,,,S, in funzione del

tempo.

4. Un rotatore rigido di Hamiltoniana: & = 5’;— si trova all'istante { = 0
netlo stato con m = 0. Dal tempo 0 a al tempo T agisce una per-
turbazione della forma V = Vycos(¢ + wt) dove ¢ & I’angolo azimutale.
Determinare la probabilita di transizione, al primo ordine perturbativo,

nello stato con m = +1.

Si raccomanda di svolgere ciascun quesito su un foglio separato.
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Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
Anno Accademico 2001-2002. Sessione Autunnale 7777
5-9-2002

1. Determinare I’energia approssimata del ground state di un
oscillatore armonico bidimensionale di massa m e frequenza
w usando il metodo variazionale e come funzione di prova la
funzione: ¥(r) = Ce™® con ¢ variabile, r = /12 + y? e C costan-
te di normalizzazione uguale a %a. Confrontare il risultato
ottenuto con il valore esatto dell’energia del ground state.

SOLUZIONE

Innanzitutto si verifica immediatamente la corretta normalizzazione di
W(r):

o0 27 9 [oe] 9
[0 m‘rfo deé |¥(r)| =27r/0 r|¥(r)|*dr =
=da? [ rerdr =1 1
o /0 re r (1)

dove l'integrale & stato risolto per parti.
I valori medi dell’energia cinetica e dell’energia potenziale se il sistema
¢ descritto dalla funzione d’onda ¥(r) sono rispettivamente:
- K o d h?
K = <UK|¥>=_— —U(r)[*27rdr = —o®
< VIK| 2m Jo dr (r)["2mrdr o
_ 1 oo 3 1
U = <UT|U¥>= —mwzf 2| ¥(r)|*2nrdr = -mw’—=  (2)
2 0 4 a?
dove gli integrali sono stati valutati al solito per parti. A questo punto
P’energia del sistema in funzione di « &:

h? 3 1
Elo) = 02 + Smw?—
(o) o +4mw o (3)
e ’energia minima
3
Em,'ﬂ = Ehw (4:)

si ottiene per o = (%&;g’—z)% Il valore che abbiamo ottenuto E,;, ~
1.2fuw & di poco pii grande del valore esatto Aw.



Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
16 Dicembre 2003

1. Un positrone {e*) di massam ed energia cinetica uguale alla sua energia
a riposo collide con un elettrone {(e~) a riposo. Dalla annichilazione
vengono prodotti due fotoni di alta energia (y). Un fotone viene rivelato
in un rivelatore posto ad un angolo di 90° rispetto alla direzione del
positrone incidente. Quali sono le energie di ciascun fotone? Qual & la
direzione del moto del secondo fotone?

2. Un atomo alcalino nello stato fondamentale passa attraverso un appa-
rato di Stern-Gerlach progettato in modo da trasmettere solo atomi
che hanno lo spin orientato nella direzione +2. L’atomo quindi passa
un tempo 7 in un campo magnetico B orientato nella direzione . Si
chiede quale é la probabilit4 che alla fine di questo tempo I’'atomo possa
attraversare un filtro di Stern-Gerlach per spin nella direzione —2

3. Provare che, se un sistema quantistico & preparato in uno stato corri-
spondente al numero quantico m per la proiezione del momento ango-
lare lungo Passe 2 , valgono le seguenti relazioni: < Ly >=< f,y >= 1)
< Lpby>= — < Lyl. >=im/2; < L2 >=< 12 >.

Si prega di svolgere ciascun quesito su un foglio separato.
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Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
22 Febbraio 2012

1. Quesito 1

Una particella di massa m, non soggetta a forze ma vincolata a muover-
sinell’intervallo (0,a) dell’asse z, & stata preparata nello stato descritto
dalla funzione d’onda:

v(z) = Alpi(a) + p2()]
dove p;(x) denotano le funzioni d’onda normalizzate dei primi due livelli
di energia del sistema. Calcolare:

¢ il valor medio di posizione ed impulso della particella nello stato ¥(z),

e i valori possibili con le relative probabilitd di una misura di energia

. Quesito 2

Lo stato di una particella senza spin & descritto dalia funzione d’onda:

B(r9,0) = ——g(r) [ sind + cosd]

47
dove w
[ otertar = 1
0
Trovare:

e i possibili risultati di una misura di L,
¢ le rispettive probabilita,

e il valor medio di L,

. Quesito 3

Una particella di massa m & vincolata, da un potenziale esterno infinito,
a muoversi dentro una sfera di raggio R e si trova in uno stato descritio
da una funzione d’onda costante #(z) = A,

¢ Determinare il valore di questa costante

¢ Trovare ( con le dovute motivazioni ) i valori possibili del momento
angolare orbitale,

e trovare i valori possibili dell’energia

& con le rispettive probabilitd
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Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
07 Maggio 2012

. Quesito 1

Una particella di massa m, vincolata a muoversi lunge l'asse z, ¢ stata
preparata nello stato descritto dalla funzione d’onda:

Pz} = Acos(kiz)+ Bcos(kox)

Calcolare:

® i possibili risultati delle misure di impulso

® ¢ le rispettive probabilita

. Quesito 2

Una particella senza spin, vincolata a muoversi nel piano (x,y}, si trova
ncllo stato descritto dalla funzione d’onda :

Ppp) = A% cos?(y)

dove p ¢ @ sono le coordinate polari.

¢ Calcolarc le probabilitd che una misura di L, produca i risultati
0,k2H.
¢ Calcolare if valor medio di L.

¢ Dire inoltre ( con validi argomenti ) se la funzione ¥ ¢ autofunzione

di L2
. Quesito 3
La dinamica di un sistema quantistico ¢ regolata dall’'Hamiltoniano:
w
H = #Lf + walL,

dove w; sono costanti rcali.
Determinare lo spettro cnergetico del sistema sotto la condizione che
I'autovalore di L? sia 2K2.

. Quesito 4

Determinarc gli autostati normalizzati di Ly e di Ly, con £ = 1, in termini
degli autostati normalizzati di L?edL,.



Compito di Istituzioni di Fisica Teorica
22 Giugno 2012

._-? 1. Quesito 1
Sia | ¥ } uno stato di oscillatore armonico di frequenza we massa m, de-

scritto da una combinazione lineare dello stato fondamentale e del I° stato
eccitato:

) = col0) + e 1)
Trovare il rapporto cp/c; sapendo che

caso 1: { H) = hw , caso 2: (z) =

(=R
3
E

2. Quesito 2
Determinare lo spettro energetico ed il raggio quadratico medio del po-
sitronio, cio¢ del sistema formato da un elettrone ed un positrone legati
dall’interazione coulombiana. Non mettere in conto 'esistenza dello spin.

ﬁ——D 3. Quesito 3

Una particella libera, vincolata a muoversi lungo Vasse &, si trova all’i-
stante ¢ nello stato descritto dalla seguente funzione d’onda:

+oo |k|
P(z,0) = N / exp —— exp (tkz) dk
—oc kﬂ
dove NV e kg sono due costanti.

1) - Qual’d la probabilita P{p;, ?) che una misura di impulso ese-
guita all’istante £ = 0 generi un risultato compreso nell’intervallo
(—Pl,Pdﬂ) ?

2) Cosa si puo dire di questa probabilitd se la misura viene effettuata
ad un istante ¢ successivo?

Nb 4. Quesito 4

Un atomo di idrogeno si trova in un autostato dell’hamiltoniana con
energia

me*

2h2 n?

con 7t = 2. Sapendo che la misura di L, produce £ con probabilitd 1/4 e
—F# con probabilita 1/2 e che la misura di L2 produce 242 con probabilita

3/4, determinare il valore medio di Ly ed L.

E



